UNE APPLICATION DES VARIETES DE HECKE DES GROUPES
UNITAIRES

GAETAN CHENEVIER

Dans cette note', nous expliquons la construction de variétés de Hecke p-adiques asso-
ciées aux groupes unitaires définis d’un corps de nombres CM et décrivons des propriétés
de la famille de représentations galoisiennes portée par ces variétés. Nous donnons une
application & la construction de certaines représentations galoisiennes qui joue un réle im-
portant dans cette série de livres (voir [ChH]|). Les variétés de Hecke ci-dessus sont aussi
utilisées dans [BCh2|.

La construction des variétés de Hecke que nous donnons est une combinaison essentielle-
ment triviale des méthodes de [Ch| (cas d’un corps quadratique imaginaire, revisité dans
[BCh, §7]) et de [Bu] (cas d’une algébre de quaternions sur un corps totalement réel, voir
aussi [Y]). Elle pourrait aussi se déduire comme cas particulier des travaux d’Emerton [E],
et elle est aussi contenue dans les travaux récents de Loeffler [Loe]. En ce qui concerne les
propriétés galoisiennes, nous utilisons et étendons certains résultats de [BCh, §7].

1. VariZtZs de Hecke des groupes unitaires dZfinis

1.1. Notations et choix. Fixons un corps de nombres totalement réel F, I une extension
quadratique totalement imaginaire de F, n > 1 un entier et U un groupe unitaire a n
variables attaché a KC/F vu comme groupe algébrique sur F. On suppose que U est dZpni
ce qui signifie que U(F,) est un groupe unitaire compact pour chaque place réelle v de F.
Cela entraine que les représentations automorphes (complexes, irréductibles) ! de U sont
toutes discrétes et cohomologiques en degré O :

LAUFO\UAR) k1 mi = MO
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K C U(AFp) étant un sous-groupe compact ouvert quelconque, et m(! ) étant la multiplic-
ité (finie) de la représentation ! . De plus, les composantes archimédiennes ! » sont de

dimension finie et les composantes ! ; aux places finies sont définies sur Q.

Afin d’associer aux ! ; des Q-structures de maniére univoque, il convient de fixer un
plongement !~ : Q — C. Comme nous allons nous intéresser aux congruences entre ces
I, il nous faut aussi fixer un nombre premier p ainsi qu'un plongement !, : Q — Gp. Dans
toute cette note, Q et Gp sont des clotures algébriques fixées de Q et Q,,. On munit Gp de sa
norme |.| et de sa valuation p-adique v(.) telles que v(p) =1 et |p| = 1/p. SiV est une place
de F divisant p, nous noterons "( v) € Hom(F, Gp) I’ensemble des plongements continus
v-adiquement (i.e. induisant V) et "« (v) := I» !1!91"( v) € Hom(F,R) les plongements
réels correspondants.

Si Vv est une place de F décomposée dans K, et si U(F,) ~ GL,(F,), la donnée d’une
place w de K au dessus de Vv permet d’identifier U(F,) avec GL,(K,) = GL ,(F,) de
maniére unique a conjugaison prés, ce que 'on fera parfois sans plus de précision. En
particulier, si! est une représentation automorphe de U on notera ! ,,, ou méme par abus
I ,, la représentation de GL,,(F,) associée & un tel choix.

!LOauteur est bnancZ par le C.N.R.S.
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Les variétés de Hecke de U que nous allons considérer dépendent de la donnée de S,
W | H et e que nous fixons dés maintenant :

(En p) S, est un sous-ensemble non videle I'ensemble des places finies de F divisant
p tel que W € S,, U(F,) ~ GL,(F,). En particulier, chaque place v € S, est
décomposée dans K. Il sera important dans les applications a [ChH| d’autoriser
que S, ne contienne pas toutes les places de F divisant p.

(En 0o) W est une représentation irréductible fixée de [,ux, (1) vt s, Y(Fo).

(Hors S,) Fixons de plus :
- un ensemble fini S de places finies de F tel que SN'S, = ), et contenant les
places V telles que U(F,) est ramifié,
-KS = HU#S Ky, C U(A}?ﬂ’f) un sous-groupe compact ouvert tel que K, est
maximal hyperspécial pour v € S, égal a U(OF,) pour presque tout Vv, et tel que
K est un sous-groupe d’Iwahori pour v € S,

- H une sous-algebre commutative de 'algébre de Hecke globale de U(Af,pf)
contenant I’algébre de Hecke sphérique HS = Z[U(AS®%)IK 5%5] hors de SU S,.
- pour chaque vV € S, un idempotent e, de I'algébre de Hecke de U(F,).

On pose € = ( ®u#5€,) Q1 s sp, ¢’est un idempotent de I’algébre de Hecke de U (Af,pf) .On

supposera que H et les €, sont & coefficients dans un corps de nombres galoisien E C Qet
on notera L la cloture galoisienne de !,(E) et !,(K) dans Q,,.

On notera A I’ensemble des représentations automorphes irréductibles ! de U telles que
K
e(! y)7sr Z0 et telles que? Ruis, (0),0# S I w =W,

1.2. Congruences entre représentations automorphes. Si! € A, alors ¢! f)KSP

est un H-module de dimension finie sur C, que 'on peut donc trigonaliser, ce qui nous

fournit aprés semi-simplification un ensemble fini de morphismes d’anneaux H — C (dont

on négligera les multiplicités). Comme ! f, € et H sont définis sur Q, ces morphismes

prennent leurs valeurs dans Q via !t 1, que nous pouvons alors envoyer dans ép via 1, et

nous les verrons toujours de cette maniére comme des morphismes d’anneaux
"IH— Qp,

: 5 S%5py KS" Sp
que V'on appellera systemes de valeurs propres associZs!”. Notons que (! ;™)
étant de dimension 1, les systémes de valeurs propres associés & un méme ! coincident sur
H*S et contiennent par la théorie de Satake une information identique a ! ?$Sp.

Donnons déja une version primitive, mais non triviale, des résultats de cette note. Sup-
posons jusqu’a la fin de ce §1.2 que H = H° pour simplifier. Dans ce cas, chaque ! a
un unique systéme de valeurs propres " = "1 associé.® La notion de congruence entre
représentations automorphes de U qui nous intéresse est la suivante : si! et! %sont dans
A, on Zerit ! =1 Ymod p™ si

vh e HY, |"u(h) =" m(h)| <p' ™

Soit T un tore maximal de [ [, 4 So U(F.), X T) son groupe de caractéres Q,-algébriques.

On munit X 4T) d’un ordre de Weyl de maniére usuelle. Si! € A on peut définir un
caractére #(!) € X ¥T) comme le plus haut poids du facteur de ! » correspondant a S,

2Notons que nous ne spZcibons pas  pour w € " (v) et v € S,, de sorte quOil existera en gZnZral
une inbnitZ dZnombrable de telles reprZsentations, du moins sid 7 0.

3Cependant, noter que les bbres (bnies) dé — ! 11 ne sont pas nZcZssairement des singletons car la
multiplicitZ un forte nOest pas satisfaite pour U quand n > 1.
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(cela sera rappelé en détail plus bas). Soit ¢ un entier tel que pour tout v, |k divise q— 1
ou Kk, est le corps résiduel de F,. Le résultat suivant est une conséquence immédiate du
théoréme 1.6.

Théoréme 1.3. Soient! € Aetm e N. Il existe M € N tel que pour tout
ke#(O)+ pY(q—1X¥T)

dominant et su!'samment loin des murs de Weyl, il existe! “c A telle que
| "= 1mod p™ et #(! %= k.

En particulier, 'image de ! +— (" m,#()) , A — HomZ(HS,@,) x (X¥T) ®Z,), est
sans point isolé (le membre de droite étant muni de la distance ultramétrique évidente).*

1.4. Poids et raffinements : ’application $. De méme que les congruences de Kummer
entre les nombres de Bernoulli ont une incarnation analytique p-adique en la fonction %
p-adique de Kubota-Leopold et Iwasawa (une fonction analytique p-adique sur I'espace des
caractéres p-adiques de Zf;‘), les congruences ci-dessus admettent une variante analytique
plus subtile, qui est le contenu des variétés de Hecke.

Plus exactement, la variété de Hecke de U attachée a (S,, W+ ,’H,€) est un espace
analytique p-adique interpolant tous les couples (", $) ou $ contient la donnée du poids
de !~ et d'un p-ralnement de! g ou! est la représentation ayant donné lieu a " . A
cet effet il nous reste a définir ces $ précisément. Du point de vue du paralléle avec les
congruences de Kummer, ce $ représente la modification du facteur eulérien en p nécessaire
a effectuer pour obtenir les congruences, en dimension N > 1 elle n’est pas unique et chaque
choix possible conduit & des congruences différentes en général.

Pour tout v € S,, il sera commode de fixer un isomorphisme U(F,) ~ GL,(F,) comme
au §1.1, c’est & dire une place de K divisant V. Regardons chaque U(F,) comme un
Q,-groupe par restriction des scalaires. Soient T = [[ 4 So Ty C [« Sp U(F,) le Qp-tore

diagonal, T? = [Lo#s, TO

, son sous-groupe compact maximal, et B = ] . Sp B, le sous-

Q,-groupe de Borel des éléments triangulaires supérieurs de [], . Sp U(F,). Cela munit
en particulier le groupe X T) des caractéres algébriques de T d’une notion de caractére

dominant (relativement & B). Un élément # de X (T) est entiérement déterminé par une
famille d’entiers k; -, (i,&) € {1,...,n} x Hom(F, Gp), et la relation

#(X11X21 T 1Xn) = H &((Xi)vl )ki’! )
(i,0)
V, désignant la place de S, induite par & Sous cette écriture, # est dominant si pour tout

&, K; » est décroissante au sens large.

On notera
_ i _ 0 ri
7 =Hom(T,G; %), W=Hom(T", G}?)
les espaces analytiques® en groupes sur Q, paramétrant respectivement les caractéres con-

tinus p-adiques de T et de TY. Le groupe X 4T) des caractéres algébriques de T est un
sous-groupe de 7 (L).

5

43Bignore si cette image est ddadhZrence compacte en gZnZral. Il sOagirait de savoir $iigs(5), ! € A,
restent dans une extensionPnie de Qp.

SDans cette note, les espaces rigides analytiques que nous considZrons sont pris au sens de Tate. En
tant quOespace analytique W est une rZunion disjointe de boules ouvertes et7 est produit direct (non
canoniquement) de W par des copies deG:i&. Nous renvoyons par exemple " [Bu, 28] pour des gZnZralitZs
sur ces espaces.
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Nous allons tout d’abord définir une application naturelle

déja mentionnée plus haut. Soient v € S,, w € "+ (v), et W une représentation irré-
ductible continue de U(F,). Alors W|y(p) est canoniquement définie sur Q via I+ | et
ce Q-modéle induit une F,-représentation algébrique de U(F,) a coefficients dans Gp en
étendant les scalaires a !),. Le plus haut poids de cette représentation, c’est-a-dire I'unique
sous-caractere de sa restriction a B, définit un caractére algébrique #y,, : Ty — 65;‘, que
Pon étend trivialement en un caractére de T. On pose alors pour ! € A,

#)= #( )= I o

v# Sp,w# X (v)
Par construction, #(!) € X&T) c T(L).

Pour terminer la définition de $ nous devons rappeler le concept de p-ralnement d’une
représentation de U(F,) ([M, §3],[Ch, §4.8],[BCh, §6.4]), qui est au coeur de la théorie. On
suppose encore V € S,. Soit ' ,, une représentation complexe lisse et irréductible de GL ,(F,)
admettant un vecteur invariant non nul sous le sous-groupe d’Iwahori K,. Un résultat de
Borel et Matsumoto assure que ', est une sous-représentation d’une série principale non
ramifiée. Autrement dit, il existe un caractére

(:TJT)—cCt

tel que ' , se plonge comme sous-représentation dans l'induite parabolique lisse et normal-
isée de ( a U(F,) :

Ind 5" ") ( = {f 1 GLA(F,) — C lissef (bd = (() 1°)(D)f (g) Vb€ By, Vg € GLA(F.)}.
On dira qu’un tel caractére ( est un ralnement accessible® de ' ,,.

Concrétement, un raffinement accessible de ', est simplement la donnée d’un ordre
particulier sur les valeurs propres de la classe de conjugaison semi-simple du Frobenius
géométrique dans le parametre de Langlands de ' ,,. Précisément, cet ordre * 14, - ,* 5
est défini par *; , = ((t;,) ou

tio=(1,....,1+,,1...,1) € T,
I'uniformisante + ., de F, étant en i-éme position dans le tore diagonal T,.

Pour revenir aux représentations automorphes de U, si! € A nous appellerons ralne-
ment de! , oude! g, la donnée d'un caractére

(=R (:TT*—Qq,

v# Sp

ot pour chaque Vv, (, est un raffinement accessible de ! ,| de'[|1$Tn composé par !p!-!- 1
Au final, ~ chaque reprZsentation automorphe ralnZe(! ,(), ! € A, on peut associer
I0ZIZmenfproduit)

|

$0 ()= #() (-0 det|"™>) € T(Q,).

Notons que $(! ,() détermine exactement #(!) et (. La normalisation par le facteur

11/2

$1
constant ) ' ~| det |nT apparait pour des raisons d’algébricité.

plus gZnZralement, on appelleralnement de ", un caractere de T,/T tel que ", soit un sous-
quotient de Ind SE”(F”)#. Si "y est sphZrique et tempZrZe (ou meme simplement gZnZrique) alors tous ses
ralnements sont accessibles; en gZnZral cOest inexact, par exemple la reprZsentation de Steinberg ou la
reprZsentation triviale nOadmettent quOun seul ralnement accessible. En revanche, il existe toujours au
moins un ralnement accessible.
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1.5. Enoncé du théoréme. Nous avons maintenant suffisamment de notations pour
énoncer le théoréme. Considérons le sous-ensemble

Z C Homann(Hlép) X T(Gp)

formé des couples (",$) tels qu’il existe une représentation automorphe ! € A de U et
un raffinement accessible ( de ! g5, de sorte que " est un systéme de valeurs propres de ‘H
associé a! et $=$( ,().

Théoréme 1.6. |l existe un unique quadruplet(X,",$,Z ) o :

X est un espace rigide analytique suk qui est rZduit,

- " H — O(X) est un morphisme dOanneaux,

- $: X — 7T est un morphisme analytique pbni,

ZcCX (Gp) est un sous-ensemble Zariski-dense et dOaccumulation,

tel que les conditions (i) et (ii) suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout ouvert alnoide V c 7, IOapplication naturelle
" R$%:H @, 0(V) — O (V)
est surjective.
(ii) LOapplication naturelle dOZvaluation(Q,) — HomM,nn(H, Q,),
X =" 4= (h="(h)(x)),
induit une bijection Z L2z (" 2. 9(2)).

Il satisfait de plus :

(iii) X est Zquidimensionnel de dimensiodim(W) = n(zv#sp [Fu:Qpl).
(iv) Plus prZcisZment, soit
#. X — W

la composZe dés par la projection canonique7Z — M. LOespac& est admissi-
blement recouvert par les ouverts alnoides# C X tels que#(#) est un ouvert
alnoide de W et tels que#p : # — #(#) soit bnie, et surjective restreinte ~
chaque composante irrZductible d&. Enbn, IOimage pa# de chaque composante
irrZductible de X est un ouvert Zariski deW.

(v) " (H%) c O(X)( L.

(vi) (Critere de classicitZ) Soit x € X (Gp) tel que #(x) soit algZbrique et dominant.
Pour chaque(i,&) € {1,...,n} x Hom(F, Q,), notons k; , I0entier associZ #(x) €
X&T) comme au vl.4y, € S, la place induite paré&, et *; , = ) (t; . )(X). Sup-
posons que pour tou(i, &) € {1,...,n — 1} x Hom(F,Qp), on ait

V(* l,cr* 2,0 """ * i,o)
v(+ 4 )

<Kis—Kit10+1,
alorsx € Z.

Nous renvoyons a [BCh, Ch. 7] pour une discussion détaillée de ce type d’énoncé.

RAPPELS : Bornons-nous ci-dessous & rappeler les notions de géométrie rigide utilisées. Si Y
est un espace rigide sur L, nous notons O(Y) Pl’algébre de ses fonctions globales et O(Y)<! le
sous-anneau des fonctions bornées par 1. De plus, Y (Q,,) désigne la réunion des Y(L') ou L’ C Q,
est une extension finie de L.
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Une partie Z de Y(Gp) est dite Zariski-dense (resp. d’accumulation) si 'ensemble |Z| C Y des
points fermés sous-jacent I’est.” Une partie Z C Y est dite Zariski-dense si le seul fermé analytique
réduit de Y contenant Z est la nilréduction Yyeq de Y. SiY est de Stein et réduit (ce qui est le
cas de W, T et X ) alors il est équivalent de demander qu’une fonction analytique globale sur Y
s’annulant sur Z est identiquement nulle.

On dit que Z s’accumule en une partie Z’ de Y si pour tout z € Z’ et tout voisinage ouvert U
de Y contenant z il existe un ouvert affinoide V. C U contenant z tel que Z NV est Zariski-dense
dans V. On dit que Z est d’accumulation si il s’accumule en lui-méme.

Par exemple, le sous-ensemble de W(Qp) paramétrant les caractéres algébriques dominants
est Zariski-dense, et son sous-ensemble des caractéres réguliers s’accumule en tous les caractéres
algébriques (lemme 2.7).

2. Preuve du thZorsme

La preuve que nous donnons ci-dessous du théoréme 1.6 est similaire & celle donnée dans
[BCh, §7] dans le cas F = Q, et auquel nous nous référerons parfois. La variété de Hecke X
associée a (S,, W ,H, €) est construite par un procédé formel, d & Coleman et Coleman-
Mazur [CM] (voir aussi |[Bu|, [Ch]), & partir de I’action d’opérateurs de Hecke compacts
agissant sur la famille plate des espaces de Banach de formes automorphes p-adiques pour
U. Une partie importante de la démonstration consiste a définir ces espaces, une autre
étant de vérifier un analogue du critére de "classicité" de Coleman [C1].

2.1. Notations. Dans les §2.2 a §2.8 suivants, de nature purement locale, F, est une
extension finie de Q,, d’'uniformisante + et d’anneau d’entiers O,. Nous désignons par G
le groupe GL,(F,), B son sous-groupe triangulaire supérieur, N le radical unipotent de
B, et T son tore diagonal. Soient T le sous-groupe compact maximal de T et | le sous-
groupe d’Iwahori de G constitué des éléments de GL,,(O)) qui sont triangulaires supérieurs
modulo + . Enfin, on note T' C T le sous-monoide des éléments de la forme

diag(X1, -, Xn), X; €FE v(X) > v(Xjs1) VI<i<n,

M C G le sous-monoide engendré par | et T' ,et T" C T' le sous-monoide des éléments
diag(xy, - - - , Xp,) satisfaisant v(X;) > v(X;+1)+1 pour 1 <i<n (onrappelle que v(p)=1).

2.2. Algébre de Hecke-Iwahori et raffinements accessibles. Commencgons par rap-
peler le lien existant entre algébre de Hecke-Iwahori et raffinements. Nous renvoyons a
[BCh, §6.2] ou a [Ch, §4.8] pour une discussion détaillée.

Soit A" C Z[G/I ] le sous-anneau engendré par les fonctions caractéristiques 17,7 des
doubles classes Itl pour t € T' . Ces fonctions sont inversibles dans Z[Up][G/l ], on
peut donc considérer le sous-anneau A C Z[1/p][G/l ] engendré par les 177 (t € T' ), et
leurs inverses. On verra l'inclusion T' /T © € T/T © comme une symétrisation du monoide
T' /T O Le lemme suivant récapitule un ensemble de résultats diis & Bernstein, Borel,
Casselman et Matsumoto (voir par exemple [BCh, §6.2]).

Lemme 2.3. (i) On a 10Zgalit¥ = [[,urs 7o 1tl . De plus, |Oapplication
, M —THT o,
dZPnie par la relationm € 1, (m)I, est un homomorphisme multiplicatif.

(ii) LOapplicationT' /T 9 — A' | t — 1, est multiplicative et sOZtend en des isomor-
phismes dOanneatiZ[T' /T 9] — A' et Z[T/T 9] — A.

"Noter que IOensembleZ introduit plus haut est stable par |Oaction de Gal(ép/L ).
8| faut prendre garde que pour n> 1 cet homomorphisme nOenvoie pas € T sur 1y , mais plut™t sur
Lia /1ip siabe T$ ett= ab.
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Soit ' une reprZsentation complexe lisse irrZductible d8 telle que' ! # 0. Regardons
* I comme module surC[T/T 9] par le dernier isomorphisme du (i), sa semi-simpliPcation
(' 1)ss est une somme de caracteres d&/T ©.

(iii) Un caractere ( : T/T Y — C& appara’t dans(' /) si, et seulement si,() 113/2 est

un ralnement accessible de' . En particulier, il existe toujours au moins un
ralnement accessible de"' .

2.4. Préliminaires sur les fonctions et les caractéres r-analytiques. Soient $ un
Z,-module libre de rang fini, r > 0 un entier, et A une Q,-algebre affinoide. Choisissons
€1,...,€8; une Z,-base de $, et notons uy,--- ,Uq € Homg, ($,Z,) sa base duale. L’algébre
de Tate A(uy, - - -, Ug) s’injecte de maniére naturelle dans la A-algébre A* des fonctions de
$ dans A, et son image dans cette derniére ne dépend pas du choix de la base (g;). On la
notera A($). Si A est muni d’une norme, on munit A($) ~ A(uy,---,uy) de la norme de
Gauss associée.
Une fonction f : $ — A est dite r-analytique si pour chaque - € $, I'application
fa:$—A x—=TF(-+pXx),

appartient & A($). Ces fonctions forment une sous-A-algébre de A* que I'on munit de la
norme SUPy4 A |f A|Gauss (noter que le sup porte sur un sous-ensemble fini). On rappelle que
suivant Coleman, un A-module de Banach est dit orthonormalisables’il est isométrique a
A(u). Le résultat suivant est alors immédiat.

Lemme 2.5. Le A-module des fonctiong -analytiques$ — A est un A-module de Banach
orthonormalisable.

Des considérations similaires s’appliquent aux caractéres de T? comme suit. Un caractére
c: (95‘ — A& est dit r-analytique si la fonction qui s’en déduit

X—=cl+ +x),0, — A,

est r-analytique sur le Z,-module O, ; par multiplicativité il suffit en fait de vérifier que
X +— ¢(1+ p'+x) est dans A(O,). De méme, un caractére TO = (Og‘)” — A& est dit
r-analytique si sa restriction a chaque facteur (’)g‘ lest.

Le lemme suivant est bien connu : voir par exemple [Bu, Lemme 8.2| pour le (i), le (ii)
découle du fait qu'un caractére continu Z, — A% A disons affinoide, est r-analytique pour
I assez grand.

Lemme 2.6. (i) Le foncteur desQ,-algebres alnoides dans les groupes, associant "
A le groupe des morphismes de groupes continid — A& est reprZsentable par
un espace rigide analytique en groupes s@, que IOon noteray.

On notera aussi( : T? — O(W)& le caractere universel, et siV ¢ W dZsigne un
ouvert alnoide, ou un point fermZ, on notera enbn (v : T — O(V)% le caractere
induit par restriction.

(ii) Un tel V Ztant bxZ, il existe un plus petit entiery, tel que( v estr-analytique pour
tout r >ry.

En tant qu’espace rigide, YW est une réunion disjointe de |M|™ boules unités ouvertes
de dimension n[F, : Q,], 4 C Fz‘f‘ étant le sous-groupe des racines de l'unité. Si L est
une extension galoisienne de Q, contenant F,, la restriction a T9 induit une inclusion
X&T) c W(L). Soit X &(T)reg C X¥T) le sous-monoide des caractéres B-dominants et
rZguliers (c’est-a-dire qui ne sont pas dans un mur, ou encore que les (ks,i) associés satisfont
Ko,i > K41 pour tout & € Hom(Fp,Gp) et 1<i<n).

Lemme 2.7. X4(T) est Zariski-dense dans/V et X 4(T),, sOaccumule eX &(T).



8 G. CHENEVIER

Preuve N Pour le premier point on peut supposer n = 1, donc T = Og‘, auquel cas le
résultat suit car Y est un groupe cyclique et donc I'un quelconque des plongements de F,
dans L engendre Hom(, L %).

Pour le second, on vérifie immédiatement que si # € X &(T) et si # est un voisinage
ouvert affinoide de # dans W, disons méme une boule, alors pour tout entier N assez
grand on a (en notation additive)

#+(q— 1)PVXET)reg C XET)peg N#,

ott q:= |Opl+ Op|. 1l est alors élémentaire de vérifier que le terme de gauche est Zariski-
dense dans la boule #, par I'indépendance L-linéaire des plongements de F, dans L. Le
point est que si vi,...,V, € Of est L-libre, et si f € L(z,...,2,) s’annule en tous les

¢éléments du monoide Y ;| Nv;, alors f = 0. !

2.8. La série principale localement analytique et T' -stable d’un sous-groupe
d’Twahori. Soit N le sous-groupe des éléments triangulaires infZrieurs de |. Soit J
I’ensemble des couples (i,] ), avec 1 <i<j < n, et soit

1Oy = No, (- ()i = +X (1)

la bijection évidente. Si A est une Q,-algebre affinoide, une fonction f : Ny — A est dite
r-analytique si la composée de . par f l'est, cela ne dépend pas du choix de + intervenant
dans . . Ces fonctions forment une A-algébre de Banach par transport de structure.

Afin de prolonger les caractéres de T? en des caractéres de B, nous aurons besoin de
choisir une section du morphisme T — T/T . Pour fixer les idées, notons T® C T le
sous-groupe constitué des

diag(+ *,--- ,+%), a€Z, VvV1i<i<n.

OnaT=T%x IO et si " est un caractére de TY, nous noterons " le caractére de B tel
que "o =" et " (T®)="(N)= {1}.

La série principale localement analytique et T' -stable de | peut étre définie comme suit.
Soit V. C W un ouvert affinoide et r > ry,, on pose

f:IB — O(V), f(xb)= (v(Bf (x) Vx€IB, b €B,
C(V,r) =
flﬁo est r —analytique.

C’est un O(V)-module que 'on munit de la norme [f | := |f 5 | héritée des fonctions r-
analytiques sur N o, O(V) étant muni de sa norme sup. Le lemme suivant, essentiellement
immeédiat, résume les propriétés élémentaires de la famille {C(V,r),V,r > ry } ainsi définie.
Lemme 2.9. (i) LOapplicatiorf f 15, induit une isomZtrie O(V)-linZaire de C(V,r)

sur les fonctionsr -analytiques©O(V)-valuZes sulN . En particulier, cOest unO(V)-
module orthonormalisable.

(ii) C(V,r) est munie dOune actio®(V)-linZaire de M par translations ~ gauche
(m.f)(x) = f(m' ).
Les ZIZments deM agissent par des endomorphismes continus de norme 1, et
pour tout t € T" , IQaction de sur C(V,r) est O(V)-compacte.
(iii) Si V®C V est un ouvert alnoide ou un point fermZ, la restriction C(V,r) —
C(V%r) induit un isomorphisme M -Zquivariant

CV. NS0 OVYF — C(V%r).
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Si r®> r IQinclusion naturelleC(V,r) — C(V,r”% est continue et O(V)[M ]-
Zquivariante, O(V)-compacte si de plug”>r. Enbn, sir > 1ett ¢ T" , alors
IQaction de se factorise par IOinclusion compact&(V,r — 1) — C(V,r) ci-dessus.

Preuve N Le premier point du (i) vient de ce que la multiplication dans G induit une
bijection (décomposition d’Twahori) Ng x B — IB, et le reste du lemme 2.5. Remarquons
quesit e T' ,onat' 'Ngt C Ny, desorte que M' 'IB C IB . Soiti € |. La multiplication
N — in par i dans G et la décomposition d’Iwahori induisent une application

No—NogxT°x (N N1), n— (/(n),0(n),1(n)),

qui n’est que les Op-points d'un morphisme analogue défini au niveau des O,-schémas
formels associés de maniére évidente & Ng, T? et N Nl. En particulier via . , n — / (n)
est un automorphisme du Op-espace affine formel de rang |J|, de sorte que son action sur
les fonctions préserve la r-analyticité pour tout r. De méme, I’application n — 0(n) a la
propriété que si ¢: T? — A& est r-analytique, alors n — ¢(0(n)) est r-analytique sur N .
(Pour un calcul explicite des / (n) et 0(n), voir [Ch, §3]). Cela démontre le premier point
du (ii). Le second point est standard si ’on remarque que

veeT" , Pt 'Not) c pO;.

Le (iii) est une conséquence immédiate du (i). !

2.10. Plongement des représentations algébriques de G dans la série principale.
Soit L une extension finie de Q, et ) : T — L& un caractére continu, étendu & B par
)(U) = {1}. On note r; le plus petit entier r tel que )jzo soit r-analytique. Soit

i50.r)

le L-Banach des fonctions f : IB — L dont la restriction a4 N est r-analytique et qui
satisfont f (xb) = ) (B)f (X) pour tout X € IB et be B. Cet espace est encore muni d’une
action continue L-linéaire de M par translations & gauche. Il coincide avec C()|7o,r) si )|

est trivial. En général, nous aurons besoin d’un sorite permettant de comparer iIBB O,r) et

CO)y7o,1)-

Soit )%: T — L& un caractére tel que )¥TY = {1}. Ce caractére se prolonge en un
morphisme de monoides )*: M — L& par )%m) := )%, (m)) (lemme 2.3 (i)), dont on
vérifie facilement qu’il s’étend de maniére unique en une fonction ) M' !B = IB — L&
telle que )%®m' tn) = )%®m)' H%t) pour tout m € M, t € Tetn € N. Sir > rs, on
dispose donc d’une bijection naturelle

i IB i IB % %
iz () —ip’0) "), f = (x—)x)f(x)),
dont on vérifie immédiatement qu’elle induit une isométrie M -équivariante

(2.1) (120, 1) @)% —i1P() %r).

Supposons jusqu’a la fin de ce paragraphe que ) € X&T) est un caractére algébrique
dominant, auquel cas rg = 0. Soit Wy la L-représentation de G de plus haut poids ), elle
est irréductible et absolument simple. Le choix d’un vecteur v € Wy de plus haut poids
fournit un morphisme L[M ]-équivariant non nul, donc injectif,

W3 — 1570, 0), * = (x = * (x(v))).

On déduit alors de (2.1) le lemme suivant.
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Lemme 2.11. Soit )@ le caractere de T trivial sur T et coencidant avec) sur T=. Il
existe un plongement [M ]-Zquivariant

WE®)Z — C()70,0) = iF(), 0)®) ™.

En fait, le sous-espace de C()|ro,0) ainsi défini est exactement le sous-espace des fonc-
tions sur IB qui sont la restriction d'un fonction polynomiale sur G (vu comme Q,-groupe).

Nous allons terminer ce paragraphe en introduisant un sous-espace intermédiaire entre
Wf‘ et C()|70,0). Supposons que L contienne une cloture galoisienne de Fj. Pour chaque
j €J et & € Hom(F,,L), on dispose d'une fonction &; : Fp‘] — L, (X3) — &(X;). Ces
éléments forment une base du L-espace vectoriel des applications Q,-linéaires de F];] dans
L. Disons qu'une fonction f : (’)1;,] — L est Zanalytique si c’est la restriction a (’)g d’un
élément de I'algebre de Tate sur les &; :

L< {&j}(j,cr)#J) Hom(Fp,L) >
Par transport de structure via . , cela nous fournit une notion de fonction Zanalytique sur

Ny, elles forment une L-algébre de Banach pour la norme de Gauss de 1'algébre ci-dessus.
On peut considérer I’espace

f 1B — L, f(xb)=)o(Df (x) Yx€IB, b eB,
CQ)yro,0)* =
flﬁo est 2—analytique.

C’est un L-Banach pour la norme introduite plus haut sur les fonctions Zanalytiques.
Une fonction 2analytique étant O-analytique, et une fonction polynomiale sur G étant 2
analytique, on a des inclusions W(§g‘® )¢ C C()|To,0)ti C CO70,0). Quand F; est non
ramifiée sur Q,, cette derniére inclusion est une égalité, mais pas en général.

Lemme 2.12. (i) C()|To,0)ﬁ est un sous-espace dense d¥) .o, 0) stable parM .

(i) Les ZIZments d& sont de norme< 1 sur C(),r0, 0)* et ceux deT"  sont compacts.
(iii) Il existem € N tel que pour toutt € T" etf € C()|70,0), alorst™(f) € C() 70, 0)*.

Preuve N Les arguments donnés au (i) et (ii) du lemme 2.9 montrent que CQO)ros 0)* est
stable par M | ainsi que le (ii) ci-dessus. L’assertion de densité dans le (i) vient de ce que
les fonctions Z,-polynomiales (9; — L sont denses dans les fonctions O-analytiques, et sont
Zanalytiques. Le sous-Op-module

Z Or& C Homzp((’)p,(’)L)
o#Hom(Fp,L)

est un Op-réseau par indépendance linéaire des [F, : Q,] plongements. On en déduit que
(iii) est satisfait pour tout entier m tel que 'indice de ce réseau divise p™. !

L’intérét de I'espace C()|ro, 0)! est qu'il admet une présentation simple, la prZsentation
de PIYcker permettant d’obtenir des estimées raisonnablement précises des normes des
¢éléments m € M agissant sur C() 7o, 0)H/w f‘ Cette présentation, classique pour les Ws et
introduite dans [Ch] pour la série principale analytique de GL,,, est la présentation obtenue
en plongeant la variété des drapeaux complets de GL,, sur O, dans le produit des espaces
projectifs des $i((’)$) (plongement de Pliicker). Considérons a cet effet la décomposition
de ) en poids fondamentaux :

) = H )i,cr

o#Hom(Fp,L),1( i( n
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ol );, est le plus haut poids de la puissance symétrique (K; o —K;+1,5)-iéme de la représen-
tation fondamentale

GLA(Fy) & GLES (F™) 2 GLES (L™)

(on conviendra que K41, =0 pour tout &).

Lemme 2.13. Pour chaque& € Hom(F,,L) et 1 <i < n il existe un L-Banach P;
muni dOune action linZaire continue d& par ZIZments de norme< 1, ayant les propriZtZs
suivantes :

(i) Il existe un diagramme commutatif deL. [M ]-modules de Banach,
®i7U(W(§%g ® )'E,ﬂo') @)i,api,a '

| |

Wi®)® COzo, 0)F

les Reches verticales (resp. horizontales) Ztant surjectives (resp. injectives).
(ii) T* agit sur lesP;, par des opZrateurs compacts.
(iii) Sii<n et®meltity---t;1 c M, alors W est de norme< 1 sur

Piol (W& ©)7,).

Preuve N Définissons tout d’abord Pio. Soit 1 <i < n. Soient G; = GL($ i(FI?)),
R,=% i(OZ) et écrivons
R; = O,e®R”

une décomposition en O,-modules TO-stables telle que € est un vecteur de plus haut poids
de R;[Up], vu comme Fp-représentation de GL,(F,) muni du Borel supérieur. Soient
B, le stabilisateur de F,e dans G;, B; le parabolique opposé pour la décomposition de
R; ci-dessus, |; le sous-groupe parahorique des éléments g € G; tels que g(R;) C R;
et g(e) € Ope+ +R;, et enfin N; le sous-groupe des éléments unipotents de B; N 1;.
L’application

g(e) —e

9= =0
identifie N; & R” On notera O(N;) I'algébre de Tate des fonctions F,-analytiques N; — F,
c’est-a-dire F,(Uy, -+, Us) ot (U;) est une Op-base du Op-dual de R% Soient )* B; — Fz‘f‘

le caractére de B; sur F,eet m € Z. On pose

f:1,B, — F,, f(xb)=)%p)™f(x) Vxecl;B; beB;,
Pi(m) = o

C’est un Fp-Banach isométrique a O(N;) (viaf — fiw, ) qui est muni d’une action continue
du sous-monoide de G; préservant |;B; par translations a gauche, et que I'on restreint via
$’ en une représentation de M. On pose alors

Pio = (Pi(kis — Kit1,0) ®5 L) ®) 5.

Par construction, P;, contient W(;-?i‘I ® )i,c comme sous-L[M ]-module des fonctions F,-

polynomiales. De plus, on dispose d’une application naturelle L[M ]-équivariante

(2:2) (fi ®0 Do) = (x = [[&(F 10 (X)), &ioPi — COjr0,0).

2,0

9Comme au ©1.4, on notet; € T IOZIZment diagonal valant$ " la place i et 1 ailleurs.
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L’application ($%)ij=1., : Ng — [T, N; étant induite par une immersion fermée de schémas
formels sur O,, I'image de I'application (2.2) est exactement le sous-espace C() 7o, 0)!. De
plus, application obtenue

®i,0Pic — C() 1o, 0)*

est continue de norme < 1. Nous avons donc construit la fleche verticale de droite du
diagramme du (i). Cette fleche induit par construction la surjection de Pliicker sur les sous-
espaces de fonctions polynomiales, ce qui démontre le (i). L’assertion (ii) est immédiate.

L’assertion (iii) est conséquence du fait trivial suivant : si un endomorphisme continu 3
de la Fj-algebre de Tate V := Fy(uy, -+, U,) est tel que pour touti =1...s,

S
3(u;) €+ (D Opuy),
j=1
et si V,, C V est le sous-espace des polynémes de degré total < n en les u;, alors la norme
de 3/+ "t sur VIV, est < 1. !

2.14. Extension de ces constructions au cas du groupe U(Fg,). Pour chaque place
vV € S, choisissons une place ¥ de K divisant p, ce qui nous permet d’identifier une fois
pour toutes F, a K; et U(F,) a GL,(F,) (cf. §1.1). Les constructions des paragraphes
2.2 a4 2.10 s’appliquent et nous fournissent des objets que nous noterons dés a présent par
les méme symboles mais indicés par les v € S,. Pour les groupes ou monoides en jeu, le
symbole * sans indice sera désormais utilisé pour désigner le produit sur tous les v € S,

des *,. Par exemple,
T = HTU’ | = H l,, etc...
v# Sp v# Sp

Cela nous fournit des G, B, N, T, |, M, ainsi que leurs décorations précédemment in-
troduites. On désignera aussi par W le produit [] . Sp W, . Ces notations sont alors

compatibles avec celle du §1. On pose de plus A' = @, SpA’!U et

C(I[Vorr) = (Ve 1).

La formation des C(V,, r) commutant a extension des scalaires complétée V?C V| la défi-
nition de C(V, r) ci-dessus s’étend aux ouverts affinoides V. C W qui ne sont pas nécessaire-
ment des produits d’ouverts affinoides. Tout ce qui a été dit au §2.8 sur les représentations
C(Vy,r) des M, s’étend trivialement aux C(V,r) vus comme O(V)[M J-modules.

2.15. Formes automorphes p-adiques de U de type (S,, W , e, H). Le travail local
précédemment effectué nous permet enfin de définir les formes automorphes p-adiques de
U qui nous intéressent.

La représentation W+ donnée peut étre vue comme une représentation algébrique du
Q,-groupe Hv#sp U(F,) qui est définie sur L, via !, et I~ . On pose

H o= A @H.

Soit | = [[,« So K ,. Choisissons un sous-groupe compact ouvert | x K ®c K suffisament

petit de sorte que e € E[U (A}Zp f)//K % et que K Xsoit sans torsion & au moins une place V.
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Il sera commode d’introduire le foncteur F : Mod(L[M ]) — Mod(A' ®E[U (A}i’jf)//K i)
défini par
f: U(F)\U(AFJ) — E ®, W&,
F(E):=
(01 x k) = (T k)’ (@), Vg€ U(Ary), Yk el x K%

L’ensemble U(F)\U(Ar )/ (I x K% est fini par finitude du nombre de classes [Bo,
notons h son cardinal et choisissons une décomposition

h
U(Apy) = JTUF)x( x K.
=1

Les groupes X!i WW(F)x; N (1 x K% sont finis (car U(F,) est compact si V est archimédi-

enne) et sans torsion, donc triviaux. L’application f — (f (X1), -+ ,f (X)) induit donc un
isomorphisme L-linéaire
(2.3) F(E) - E™.

En particulier F(E), ainsi que son facteur direct eF(E), héritent de la plupart des
propriétés supplémentaires satisfaites par E. Par exemple, si E est muni d’une norme |.|
de L-espace vectoriel, il en va de méme de eF(E) en posant

f1:= sup [f(X)[= sup [f(x)].
s#U(Agg ) i=1..h
Si M agit par éléments de norme < 1 sur E, l'espace normé eF(E) est un facteur direct
topologique de F(E) — E”, et si de plust € T' est de norme < s sur E, alors 1; est aussi
de norme < s sur eF(E).

Soit V. C W un ouvert affinoide ou un point fermé, et soit r > ry. On définit un

H' -module en posant
S(V,r) = eF(C(V,1)).

C’est la définition que nous adoptons pour l'espace des formes automorphesp-adiques de
U de type(S,, W- ,e), rayon de convergence et de poids dansv. C’est un O(V)-module
de Banach pour la norme qu’il hérite de C(V,r) comme plus haut, qui est facteur direct
topologique d’'un O(V)-Banach orthonormalisable (c’est la condition (Pr) de [Bu, p. 72|).
Il est muni d'une action O(V)-linéaire de H' telle que chaque h € H' est borné par 1 et
chaque t € T" est O(V)-compact. La formule (2.3) assure que la collection des espaces
{S(V,r),V,r > ry} satisfait des compatibilités analogues a celles des {C(V,r), V, r >ry}
quand V et r varient (lemme 2.9).

2.16. Formes automorphes classiques et critére de classicité. Soit ) € XT)
W(L) un caractére dominant relativement au Qp-sous-groupe de Borel B, en particulier
rs = 0. Il est bien connu, et trivial de vérifier, que la donnée de !, et I réalise le
H' -module eF(Wf‘) est comme une L-structure du H' module des formes automorphes

complexes
) m() e(! f)*se.
II#A II) * ~Wy+ W)
(voir par exemple [Ch, §4.2].) De plus, le lemme 2.11 fournit une inclusion naturelle ' -
équivariante
(2.4) eF (W) ®)7 4> 5(), 0) = eF(), 0),

le caractére )@ de T/T 0 étant vu comme un caractére de M via le lemme 2.3 (ii), dont
I'image est en général appelée lIOespace des formes automorphesdiques classiquesle
poids ).
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Dans le reste de ce paragraphe nous allons établir le critere de classicitZ, qui est un
critére assurant qu’un élément f € S(),r) est classique, i.e. qu’il appartient & eF(Wf‘ .
Une condition nécessaire est qu’il soit de pente Pnieaux places v divisant S,. Rappelons
qu'un élément f € S(),r) est dit de pente finie si pour unt € T"  (vu comme élément de
Al ) :

- le sous-espace L[t].f € S(),r) est de dimension finie,

- et tjp.y est inversible.

Comme un tel t agit de maniére compacte sur S(),r), et comme A' est commutative,
cela entraine que le sous-espace A' .f est de dimension finie sur L, stable par t, et que la
restriction de t y est inversible. On vérifie immédiatement que si f est de pente finie, alors
pour tout t € T" | L[t].f est de dimension finie et tiz[.y est inversible. Par conséquent
les éléments de pente finie forment un sous-L-espace vectoriel

S0.1)® c 80,1,

sur lequel tous les éléments de T' sont inversibles. En particulier, S(),r)® s’étend na-
turellement en un A-module et

eF(W5) ®)~ c S(k,r)®
en est un sous-A-module. Rappelons que 'on a défini au §1.4 des éléments t;, € T, pour
veS,et1<i<n,onles verra aussi comme des éléments de A, (lemme 2.3 (ii)). On a
aussi défini loc. cit. des K;, € Z associés & ).
Proposition 2.17. Soit f € S(),r)® ®. Q, une forme propre pour tous les ZIZments de
A. PourveS,eti=1,...,n Zcrivonsti,v(f )= *i.f avec*,, € Gi‘. Supposons

V(* 1,1)* PR * i,v)
v(+.)

pourtoutve S, 1<i<n et&e Hom(Fv,Gp), alors f est classique.

< ki,a - ki+170 + 1,

Plus prZcisZment, le sous-espace caractZristique tout entier flesous IQaction dé est
inclus danseF(W$).

Nous renvoyons a [BCh, §7.3.5] pour une discussion de ce résultat. La preuve que nous
donnons est une légére variante de celle donnée loc. cit, elleeméme issue de [Ch, Prop.
4.7.4], reposant sur les propriétés de la présentation de Pliicker (lemme 2.13).

Preuve N En raisonnant comme dans [BCh, §7.3.5], on peut supposer que € = 1+, c’est
a dire que eF(E) = F(E), et aussi que r =0 par un argument de série caractéristique da
a Coleman. D’aprés le lemme 2.12,

S(), 0% c 8(), 0)* := F(C(), 0)%).

Le foncteur F étant exact, I'image par F du diagramme du lemme 2.13 (i) nous fournit un
diagramme commutatif de H' ® L-modules

F(A) F(B)
FIW$H )= S(), 0)F

ol A = ®i,0—(W§‘! ® )70) et B = @Z‘VUPW, les fleches verticales (resp. horizontales) étant
surjectives (resp. injectives).

o | ~ N DN ~ ~ .
Soit " 1 AT — le systéme de valeurs propres associé a la forme f de ’énoncé ; si V
p )
| s . L, . . PN
est un A’ -module, on désignera par V['] C V le sous-espace caractéristique associé a " .
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Comme T" agit par opérateurs compacts sur B, la surjection de droite ci-dessus induit
encore une surjection F (B)[" ] — S(), 0)[* ]. On a une injection naturelle :

B/A 4— H Cior 00l Cig = (8ot (1,0) Pt B(Piol (W5, ®)57),
(4,0)
et une injection similaire de H' -modules qui s’en déduit en appliquant F, de sorte qu'il
suffit de montrer que F(C;,)[" ] =0 pour tout i et & C’est évident sii = n car C,,, =0.
Sii<n cela découle exactement de 'estimée de la norme de I’élément tq yto, ...t;, € Al
donnée par le lemme 2.13 (iii), v € S, étant la place induite par & !

2.18. Fin de la démonstration. La méthode de Coleman et Coleman-Mazur [CM] per-
met de construire formellement la variété de Hecke X a partir de I'action de H' sur la
famille des modules de Banach S(V,r), avec V. C Wet r > ry. L'existence de (X,",$,Z )
comme dans le théoréme 1.6 satisfaisant (i) & (vi) découle de maniére standard de cette
construction, de la proposition 2.17 et du lemme 2.7 : on choisit n’'importe quel élément
dans T" et on construit X au dessus de 'hypersurface de Fredholm de cet élément. On
renvoie & [CM], [Ch, §6.3], [Bu] et [BCh, §7.3.6] pour plus de détails. L’assertion d’unicité
est |Ch, prop. 7.2.8].

3. Famille de pseudo-caractsres galoisiens sur les variZtZs de Hecke

Dans cette section, nous donnons une application galoisienne des constructions précé-
dentes qui sera utilisée dans [ChH].

3.1. Hypothéses et énoncé du résultat. Placons nous dans le contexte simplifié o

- [F : Q] est pair,

- KIF est non ramifiée a toutes les places finies de K,

- N est pair,

- au moins une place de F divisant p se décompose dans K.

On choisit I’ensemble S, non vide et quelconque comme au §1.1 et on notera de plus S;)/"
le complémentaire de S, dans I’ensemble des places de F divisant p. Par abus de langage,
on verra parfois S, et S;f’comme des ensembles de places de K (celles au dessus de S, et
S;f’respectivement) :

Par le principe de Hasse pour les groupes unitaires, il existe un (unique) groupe unitaire
U a n variables attaché & IC/F qui est quasi-déployé a toutes les places finies de F et
tel que U(F,) est compact pour toute place archimédienne v de F. Par exemple, si N (.)
désigne la norme de K sur F, le groupe unitaire associé¢ a la forme hermitienne ;" | N(z;)
sur K™ convient quand n est multiple de 4.

Soit A 'ensemble des représentations automorphes ! de U qui sont non ramifiées aux
places finies de F non décomposées dans IC et telles que ! ,, a des Iwahori-invariants non
nuls pour chaque Vv € S,. Remarquons le changement de base local a GL,, est bien défini
pour les composantes locales des éléments ! de Ag, et on posera

BC() = R BC( ),

c’est une représentation irréductible de Gan(AK). Soit Ay C A le sous-ensemble des !
tels que pour au moins une place archimZdienne de F, le poids extrémal de la représenta-
tion de dimension finie ! ,, de U(F,) n’est dans aucun mur d’une chambre de Weyl. D’aprés
un résultat de Labesse |[Lab, Cor. 5.4], pour toute représentation ! € Ay*® alors BC(!)
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est une représentation automorphe (non nécessairement discréte). Rappelons le théoréme
collectif suivant, combinant des énoncés démontrés dans les livres 1 et 2 et par S.W. Shin
(voir [ChH, Thm. 1.4], [Shin]).

Si ', est une représentation irréductible de GL,(K,), nous désignons par L(',) la
représentation de Weil-Deligne associée par la correspondance de Langlands locale (nor-
malisée comme dans [ChH], et définie sur Q si ', l'est) et par Ly (' ») : Wk, — GL,(C)
la représentation (semi-simple) du groupe de Weil W, de K, associée.

Théoréme 3.2. Soit! € A%, ' :=BC(!) . Il existe une unique reprZsentation
51 : % — GL,(Q,),
semi-simple et continue, telle que :

(a) Pour toute place bniev de K premiere ™ p,

1$n

((Br)yry )™ 7 = 1 TLC e ).

(b) Pour toute place Pniev de K divisant p, (51m)|r¢, est de de Rham et ~ poids de
Hodge-Tate distincts dZterminZs pat - (voir [ChH, §1.5] pour la recette).

(c) Soit v une place bnie deC divisant p telle que' , ait des Iwahori-invariants. Alors
(51) ¢, est semi-stable.

(d) Soit v une place Pnie dek divisant p telle que' , soit non ramipZe. Alors5, :=
(5m)r, est crystalline, et si*,, dZsigne la plus petite puissance linZa#®du Frobe-

nius cristallin de Di5(5,), on a I0ZgalitZ dan®,[T] :
det(T —*,) = Ll Ldet(T — Ly (" o] o |2 )(Frob.)).
Le reste de cet article est consacré a la preuve du résultat suivant :
Théoréme 3.3. Soit! € Ay, ' =BC(!) . Il existe une unique reprZsentation
5m: % — GL,(Q,),
semi-simple et continue, telle que :
(a’) Pour toute place Pniev de KC premiere = p,
(5, )™ = 1pt "Lw( @ el

De plus, (5m)r, €st hon ramibZe si , IOest.

13$

2n).

(b) Pour toute place Pniev € S;A} (5m)jr¢, est de de Rham et ~ poids de Hodge-Tate
distincts dZterminZs par led ,, avecw € "+ (v) (meme recette).

(c) Soitv e S;f’telle que’ , ait des lwahori-invariants. Alors (5n)r,, est semi-stable.
(d) Soitv e S;/"telle que' , soit non ramibZe. Alors5, := (5m)ry, est crystalline, et
si *, dZsigne la plus petite puissance linZatredu Frobenius cristallin de D is(5.),
on a I6ZgalitZ dan®,[T] :
det(T —*,) = L ' Ldet(T — Ly (" o] o |'2")(Frob.)).

(e) Siv e S, alors (5m)r,, est de Hodge-Tate, " poids distincts et dZterminZs par les
I » avecw € "« (v) (meme recette).

10Autrement dit, % = F' o F est le Frobenius cristallin et r le degrZ du corps rZsiduel deF, .
Iautrement dit, % = F' o F est le Frobenius cristallin et r le degrZ du corps rZsiduel deF, .
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Nous allons en fait démontrer un raffinement du théoréme 3.3 (a’). Soit Z I’ensemble
des représentations irréductibles continues de W, , prises a isomorphisme et torsion par
un caractére non ramifié prés. Si 5 est une représentation de Weil-Deligne de K,

5= (P 5l&]

o#l

ou 5[&] est la plus grande sous-représentation de 5 dont les facteurs de Jordan-Hélder sont
des torsions non ramifiées de & De plus, pour tout & € Z, il existe une unique suite
décroissante d’entiers positifs ou nuls m{(&) > ms(&) > -- -, et des caractéres non ramifiés
(4, tels que

58] = P &(mi(&), & = &®(,,
=1

ou la notation &(m) désigne la représentation de Weil-Deligne indécomposable de longueur
m et de sous-représentation simple & On verra cette suite (m;(&)) comme une partition
p(5, & de l'entier dim(5[&])/ dim(&). On note < la relation de dominance usuelle sur les
partitions ([Mac, §1]).

Définition 3.4. Si 5 et 5%sont des reprZsentations de Weil-Deligne dg€,,, on note 5 < 5%
si 5 et 5%ont meme semi-simplibZe et si de plus, pour touk € Z, on a p(5, &) < p(5%&).

Des méthodes de Bellaiche-Chenevier [BCh| §6.5 et §7.8 permettent de démontrer 1’as-
sertion suivante de compatibilité locale-globale aux places premiéres a p :

Théoréme 3.5. Soit! € Ay, ' =BC(!) . Pour toute place Pniev de K premiere ™ p,

13

(Brire, <l L @ o] 2.

3.6. Choix de la variété de Hecke. En vue de démontrer ces deux résultats, fixons doré-
navant un ! o € Ay. Considérons la variété de Hecke minimale contenant ! ¢ (voir [BCh,
Example 7.5.1]), c’est a dire que nous faisons les choix suivants pour (W- ,H,€) :

- W= QugHom(FRN S (w)(! 0)v-

- S est 'ensemble des places finies de F telles que ! , est ramifiée et v € S,. Pour
chaque v € S (nécessairement U(F,) ~ GL,,(F,)), on fixe une composante connexe
de Bernstein B, de la catégorie des représentations lisses de U(F,).

- D’aprés l'extension par Schneider et Zink [SZ, Prop. 6.2] de résultats de Bushnell-
Kutzko, on peut choisir un idempotent e, de 1’algébre de Hecke de U(F,) (en fait
associé a un K -type) de sorte que :

- b,e, = e, ou b, est 'idempotent central de Bernstein associé a B,

- &((! 0)o) 70,

- pour toute irréductible ' de By, si e,(" ) # 0 alors £(' ) <7 L((! 0)v)-

Nous renvoyons au §3.10 pour la notation <7, ainsi qu’a [BCh, §6.5] pour cette
traduction des résultats de [SZ].

On choisit le corps de coefficients E de sorte que B,, son point base, €,, ainsi que le
centre de Bernstein z, de B,, soient tous définis sur E. On choisit enfin pour algébre de
Hecke la E-algébre

H= 1% 0 (Q)z)
v# S

(le premier produit tensoriel étant sur Z et le second sur E).

Définition 3.7. (X,",$,Z ) dZsignera la variZtZ de Hecke d@ associZe aux donnZes
(Sp, W ,'H, e) ci-dessus.
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Sous les hypothéses ci-dessus, I’ensemble A associé est le sous-ensemble des représen-
tations automorphes ! de Ag telles que pour tout v € S, ! ,, est dans la composante de
Bernstein B, et dominée par (! ¢),. Par construction, si " est un systéme de valeurs pro-
pres de H associé a ! alors " détermine ! %5 et pour tout v € S le centre de Bernstein
agit sur ! , par " |;,. De plus, si $ est attaché¢ comme en §1.4 au choix d’un raffinement
accessible de ! (il en existe toujours au moins un), alors $ détermine ! = et ainsi que le
polynéme caractéristique de Ly (! ,)(Frob,) pour tout v € S,. Un conséquence de tout
cela est que (", $) dZtermine leL -paramstre de ! , restreint au groupe de Weil (plut™t quOau
Weil-Deligne) pour toute placev de F.

Enfin, on dira que ! € A est rZguliere si pour tout w € S, et tout v.€ "+ (W) le poids
extrémal de la représentation de dimension finie ! ,, de U(F,) n’est dans aucun mur d’une
chambre de Weyl. On notera A™® C A le sous-ensemble formé des ! qui sont réguliéres,
et

"¢ CZ
le sous-ensemble paramétrant des (",$) ou " est associé & un ! dans A™8. Clest un
sous-ensemble Zariski-dense et d’accumulation dans X (voir par exemple [BCh, Lemma

7.5.3]).

3.8. Le pseudo-caractére galoisien sur X et définition de 5p. Une conséquence
simple du théoréme 3.2 (a) est qu’il permet de définir un pseudo-caractére galoisien de
%y sur toute la variété de Hecke X, plutot que seulement aux points définis par A™E.
L’objectif dans ce qui suit sera de déterminer ses propriétés qui découlent "formellement"
de ce théoréme.

Pour tout x = (",$) € Z™8 associé a un ! € A™8 on note 5, la représentation
galoisienne 5p; définie par ce théoréme. Notons que si deux ! donnent lieu au méme
X, alors 517 ~ 5p# par le (a) du théoréme et Cebotarev : 5, est bien définie. Soient "
I’ensemble des places finies de K qui sont au dessus d’une place de S ou au dessus de p, et
% » le groupe de Galois d'une extension algébrique maximale de K non ramifiée hors de
" . On renvoie & [BCh, Ch. 1| pour les généralités sur les pseudo-caractéres. Soient w & "
une place finie de K et v la place de F au dessous de w, I'isomorphisme de Satake nous
fournit un élément h,, € H dans ’algébre de Hecke sphérique de (U(F,),K,) tel que pour
toute représentation sphérique ! , de U(F,), de changement de base ' ,, & GL,(KCy), hy

agit sur la droite sphérique de ' ,, par multiplication par tr( L(" | e |1$Tn)(FI’Ob w)) -
Corollaire 3.9. |l existe un unique pseudo-caractere continu
T:% s — O(X),
de dimensionn, tel que pour toutz € 2™, T, =tr( 5,). Pour tout w £ ",
T(Frob,) = " (hy) € O(X).

(Voir [Ch, Cor. 7.1.1], ou encore [BCh, Cor. 7.5.4].) Dans ce corollaire, et par la
suite, nous notons T, I'évaluation de T en un X € X(Q,), 1.e. T»(9) := T(g)(x). D’aprés
un résultat général de Taylor et Procesi sur les pseudo-caractéres, il existe une unique
représentation continue semi-simple

5. : %z — GLA(Q,)
telle que tr(5;) = T,.
Soit maintenant | € A qui n’est plus nécessairement réguliére. Choisissons un raffine-

ment accessible de ! aux places dans S,, un systéme de valeurs propres " de H associé¢ a
I, et considérons un point z = (",$) € Z défini par ces choix. On pose

51‘[ = 52.
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Par le théoréme de Cebotarev, 5 ne dépend ni du choix de raffinement, ni du choix de " .

3.10. Propriétés aux places dans S ne divisant pas p. Nous devons commencer par
un préliminaire sur le centre de Bernstein de GL,, ([Bern|). Soient 6 un nombre premier,
F¢ une extension finie de Qp, et m > 1 un entier. Fixons une composante de Bernstein B
de la catégorie des représentations complexes lisses de GL,,(F/), de centre z

Si' est une représentation lisse irréductible de GL,,,(Fy), rappelons que
Lw("): Wpg — GL,(C)

désigne la représentation du groupe de Weil Wg; de F; associée a ' par la correspondance
de Langlands locale. D’aprés la théorie de Bernstein, pour ' dans la composante B la
représentation Ly (' ) est uniquement déterminée par le caractére de z sur ', que l'on
notera z(' ) € B ("le support cuspidal de ' ").

La composante B est associée a une classe inertielle (M, 7 ) pour un certain sous-groupe
de Levi M de GL,,(F¢) et 7 une supercuspidale de M . On sait que quitte & remplacer 7
par une torsion non ramifiée, on peut supposer qu’elle est définie sur Q. On choisit enfin
un corps de coefficients E C Q suffisament grand, fini et galoisien sur Q, de sorte que 7,
Lw(7), B, et le centre de Bernstein z de B, soient tous définis sur E. Soit E[B] 'anneau
des coordonnées affines de B.

Proposition 3.11. Il existe un (unique) pseudo-caractere de dimensiom
T® :Wg, — E[B]
tel que pour toute irrZductible’ dans B, TE y =t Lw ().

z(m
(Ici encore, pour X € B(C) et g € Wg on pose TB(9) = TB(9)(x).)

Preuve N Supposons tout d’abord que m = qd, M = GL 4(F()? et que 7 est le produit
de g supercuspidales identiques r1 = rg = -+ = r, de GL4(F/). Soit Y = G, le tore
des caractéres non ramifiés de M, que 'on identifiera a ceux de (Fég‘)q via le déterminant.
Le groupe symétrique S, agit sur Y par permutation des coordonnées, ainsi donc que sur
Y! S, par

((811---a8q)!&) '((1!""(11) = ((o‘$1(1)81s--'!(0'$1(q)8q)'
On choisit 7 = (rq,r2,...,ry) pour point base de B. Cela permet d’identifier ce dernier au

quotient de Y par le sous-groupe fini & des (8,8 € Y(Q)! Sy tels que r; ® 8 ~ rs 0
pour tout i. On pose alors, pour g€ Wgy et ( =((1,---,(q) €Y,

q
TR@(() = D _tr(Lw(ri(9) (i(rec(@) = tr( Lw(e_,r: @ (:)(9))
=1

ou rec : Wg, — Ff‘ est ’homomorphisme de réciprocité du corps de classes local. Par
construction,

- TB(g) € E[Y]® = E[B] pour tout g € W,
- Si' est dans B, on a TZB(W) =tr( Lw(")).

Cela démontre la proposition pour ce cas particulier de classe inertielle.

Dans le cas général, on écrit M = My X Mgy X -~ xMget 7 =(7q,...,75) ot chaque
(M, 7;) est une classe inertielle du type précédent : M = GL 4 (F()% et 7; est le produit
de g; supercuspidales identiques, disons égales a une certaine r;, de GLg4 (F¢). Quitte a
modifier 7 dans sa classe inertielle, on peut supposer que cette écriture & été choisie de
sorte que si I 7 J et d; = d;, alors r; n’est pas une torsion non ramifiée de r;. Dans ce
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cas, la composante de Bernstein est de maniére naturelle un produit By x By X - - - x B des
composantes de Bernstein des GL 4 (F¢) de classes inertielles les (M 5, 7). Il est immédiat
que

Te(@) = 3 Ts (0) € [ QEIB] ] = EIB]
Jj=1 J
a les propriétés requises. !

Démontrons maintenant la propriété (a’) du théoréme 3.3. Fixons v € S et notons w
la place de F au dessous de v, de sorte que U(F,) s’identifie & GL,(KC,) = GL ,(F4).
Par construction, on dispose d’une composante de Bernstein B, de GL,(X,), dont une
E-structure du centre est z,, et un morphisme d’anneaux " :z, — O(X), on peut donc
considérer

T% z, —» O(X)
la composée de TB : Wy, — z, = E[B,] et de "
n sur Wk, .

Lemme 3.12. Ty, = T%

: c’est un pseudo-caractére de dimension

Preuve N Par Zariski-densité de Z™8 dans X il suffit de vérifier I’égalité du lemme en un
Zze€Z™. SizeZ,il existe par définition une représentation !( z) € A associée a z telle
que ! p!-!- N( 2),, est dans la composante de Bernstein B,, l'action du centre z, sur cette
derniére représentation étant donnée par " .. Ainsi,

(3.5) vzez, Tr= 1,0YN(Lw(( 2)w)

par définition de TB (i.e. par la Proposition 3.11). D’autre part, si de plus z € Z™8,
alors z provient d'un ! € A™8. Le (a) du théoréme 3.2 appliqué a ce ! assure que
(T|WF$)Z = LU tr( Lw (( 2)w)), ce qui conclut. !

Le (a’) du théoréme 3.3 découle alors du lemme 3.12 et de Iidentité (3.5).

Remarque 3.13. Les arguments ci-dessus démontrent aussi que pour tout X € X (Gp),
si ' est un constituant irréductible de la Q,-représentation de U(F,) associ¢e a X dans
lespace des formes automorphes p-adiques de U (cf. [BCh, Def. 7.4.4]), alors (5, %SKV et
Ly (") sont isomorphes.

Démontrons maintenant le théoréme 3.5. Nous avons déja démontré le résultat siv € S,
et pour v € S (ne divisant pas V) nous avons déja démontré que les deux représentations
de I’énoncé ont méme semi-simplifiée.

Nous devons pour cela faire un rappel de notations issues de [BCh, §6.5.1]. Soit v
une place finie de K, Wk, son groupe de Weil et lx, C Wk, le sous-groupe d’inertie.
Soit J l'ensemble des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de lg,. Si 5
est une représentation de Weil-Deligne de IC,, et si, € J, alors nous avons encore une
décomposition en composantes isotypiques

5= (P5l]
TH#]
qui sont préservées par lk, et par I'opérateur de monodromie. En particulier, on peut
encore définir pour chaque, € J une unique partition pz(5,,) de I’entier dim(5[, ])/ dim(, )
qui détermine la classe de conjugaison de I'opérateur de monodromie sur 5[,]. Si 5 et 5%
sont deux représentations de Weil-Deligne, on note

5<; 5%
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si les représentations de Wk, associées & 5 et 5%sont isomorphes restreintes au groupe
d’inertie et si pr(5,,) < p[(5°/,°, ) pour tout , € J. Si 5<; 5%t 5%~ 5, on notera aussi
5 >~ 50/.0

Si- =(-1 > -9 > ---) est une partition d’un entier n, et si r € N, on note r- la
partition de rn constituée de r copies de - 1, puis r copies de - 5 etc. Le résultat suivant
est bien connu (et sous-entendu dans la preuve de [BCh, Prop. 6.5.3]).

Lemme 3.14. Soit 5 une reprZsentation de Weil-Deligne déeC,.

(i) Soit & € T et, un constituant irrZductible de &, . Alors 5[&FN5[,] = 0 si
&”c 7 nOest pas une torsion non ramibZe de De plus, p;(5,,) = rp(5,&) o°
r =dim( &)/ dim(, ) € N.

(ii) Si5%est une reprZsentation de Weil-Deligne dég, telle que5® ~ 5%, alors 5 < 5%
si et seulement si5 <; 5%

Preuve N Soit &”une représentation irréductible de Wk, . On peut trouver un entier
m € Z tel que si * est un Frobenius de Wg, alors * ™ commute aux images de | dans &
et &” Par le lemme de Schur, * ™ agit donc par un scalaire dans ces représentations, et
quitte & tordre &%par un caractére non ramifié, on peut supposer que ces scalaires sont
identiques. La représentation , s’étend donc en une représentation ;” du groupe de Weil
W) de T'extension M non ramifiée de degré m de Ky, telle que &y, et &%’VM contiennent

.. La formule pour I'induite d’une restriction montre que
Wiy ~ _
Indy T = &® C[Wi, /W ]

est un somme directe finie de torsions non ramifiées de &, ce qui conclut le premier point de
(i). Le fait que dim(7)(=dim(,)) divise dim(&) un résultat classique de Clifford, le reste
du (i) s’en déduit. Le (ii) découle du (i) et de ce que pour r > 1 et -, - ®deux partitions,

- <o <%

Ce lemme fait notamment le lien entre la relation < introduite plus haut et la relation
<1 étudiée dans [BCh|, qu’il ne reste qu’a appliquer. Supposons que V est au dessus de S et
ne divise pas p. Par choix de I'idempotent e,, tout Z € Z est associé a une représentation
I( z) € A telle que

L(( 2)v) <1 5o
D’apres le théoréme 3.2 (a), il vient que

Vz € 2%, (5.)r«, <1 0.
D’apreés [BCh, Prop. 7.8.19] appliqué a T : % — O(X),
vx € X, (52)r¢, <1 50

Cela vaut donc en particulier pour 5, qui est de la forme 5, pour z € Z. Cela entraine
Smry, < 50 d’apres le lemme 3.14 (ii) et le théoréme 3.3 (a”), QED.

3.15. Propriétés aux places divisant p. Démontrons maintenant les points (b) — (e) du
théoreme 3.3. Ils se déduisent essentiellement de résultats de Sen [Sen| et Berger-Colmez
[BeCo| rappelés ci-dessous.

Fixons L et F, deux extensions finies de Q,, (respectivement, les "coefficients" et le
"corps de base"), avec disons L C 6p galoisienne contenant F,. Soit Y un L-espace rigide
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réduit, disons quasi-compact et quasi-séparé, M un Oy-module localement libre de rang
n et

5: % — GLo, (M)

une Oy-représentation continue. Pour y € Y on notera 5, : %g, — GL,(L(Y)) (la classe
d’isomorphie de) I'évaluation de 5 en y. En particulier, la théorie de Sen associe a 5, un
polynéme

Py € (L(Y) ®q, Fp)lt]
unitaire de degré n dont les racines sont les poids de Hodge-Tate généralisés de 5, : il y
en a donc N par choix de plongement F, — ép.

Proposition 3.16. ([Sen|) Il existe un unique polyn™me € O(Y)|[t] tel que pour tout
y € Y, |OZvaluation ery de P coencide avedP,".

Proposition 3.17. (|[BeCo|) Supposons quOil existe un sous-ensemble Zariski-dehse
Y, tel que pour toutz € Z la reprZsentation5, est de de Rham (resp. semi-stable, resp.
cristalline), et que ses poids de Hodge-Tate sont bornZs indZpendammentzde

Alors pour tout y € Y, 5, est de de Rham (resp. semi-stable, resp. cristalline). Dans le
cas cristallin, il existe de plus un unique polyn™n@ € O(Y)[t] tel que pour touty € Y,
son ZvaluationQ, eny coencide avec le polyn™me caractZristique de la plus petite puissance
du Frobenius cristallin de D .is(5y).

En fait, Berger et Colmez démontrent le (ii) sous ’hypothése technique supplémentaire
que Y est affinoide et que O(Y) admet un O7-modeéle’? A et un A-module libre de type
fini N muni d'une action A-linéaire de %g, tels que N[U/p] = M (Y) comme O(Y )[%g,]-
modules. Pour en déduire la version énoncée ci-dessus, nous aurons besoin du lemme
suivant étendant le fait bien connu qu’'un sous-groupe compact de GL,,(L) admet un Of-
réseau stable. Dans ce lemme, G est un groupe topologique compact quelconque et M un
Ox-module localement libre de rang N muni d’une représentation Oy-linéaire continue de
G.

Lemme 3.18. |l existe un @ -schZma formel de type by, et un Oy-module localement
libre de rang n muni dOune action®y-linZaire continue de G, tels queY = Y[1/p] et
M = M[lp].

Preuve N D’aprés Raynaud, il existe un Or-modéle formel de type fini Yy de X ainsi
quun Oy,-module cohérent Ny tels que AVy[U/p] = M (et on peut les choisir sans p-
torsion). Comme N est ouvert dans M et ) est de type fini, il existe par continuité un
sous-groupe ouvert H de G qui préserve Ny. Par compacité de G, N = Zg#G gNp est
alors une somme finie, c’est donc un faisceau cohérent sur )y muni d’une représentation
Oy, -linéaire continue de G, et tel que N[Up]= M. Il reste a le rendre localement libre.

Soit Z le n-iéme idéal de Fitting de N et considérons l’éclaté de Z (c’est un éclatement
admissible car N[1Up] est libre de rang n) : c’est un Op-schéma formel de type fini
dont la fibre générique est encore Y. Notons f : ) — ) cet éclatement. D’aprés |GR,
Lemme 5.4.3|, le transformé strict M de N par f est localement libre de rang n sur ).
Par construction, 'action naturelle de G sur f #\ passe a son quotient M, et (Y, M) a les
propriétés de 1’énoncé.

120n rappelle quOun®, -mod-le dOunel -algebre alnoide O(Y) est une O -algebre A C O(Y) qui est
topologiquement de type Pni et telle que A[l/p] = O(Y). De tels modeles existent toujours et sont ouverts
dans O(Y).
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On justifie alors la proposition 3.17 comme suit. Soit | un intervalle borné de Z, ) et
M comme dans le lemme ci-dessus. Pour chaque ouvert affine &/ C ) sur lequel M est
libre, [BeCo, Thm. B, C] assure que le lieu des y € U := U[1/p] tels que M, (=5,) est de
de Rham (resp. cristalline) et a poids de Hodge-Tate dans | est un fermé de U, notons-le
U’. Ce fait s’é¢tend immédiatement aux U non nécessairement affines mais quasi-compacts
et sur lesquels M est libre. Si U et V sont deux tels ouverts, Y NV a la méme propriété,
et I'assertion (U NV)! = U/ NV! a donc un sens et est évidente. Autrement dit, le lieu
Y CY desy €Y tels que5, est de de Rham (resp. cristalline) ~ poids de Hodge-Tate
dansl| est un fermZ analytique de&¥ . Le premier point de la proposition 3.17 suit, ainsi que
la précision dans le cas cristallin car les polynémes Q! évidents se recollent trivialement.
En vue d’utilisations éventuelles futures, mentionnons le corollaire suivant que nous venons
de démontrer.

Corollaire 3.19. Les thZorrmesA, B et C de [BeCo| restent valables sixX (resp. S)
loc. cit. est remplacZ par unL-espace rigide rZduit quasi-compact quasi-sZparZ quelconque
(resp. par Ox), et la reprZsentation V par un Ox-module localement libre muni dOune
action Ox -linZaire continue de G.

Terminons la preuve du théoréme 3.3. Soit ! € A et zg € Z qui lui est associé. Par
la propriété d’accumulation de Z™® aux points de Z, on peut trouver un ouvert affinoide
# C X contenant zj et tel que Z'8 N# est Zariski-dense dans #. Notons Tq le pseudo-
caractére galoisien % — O(#) obtenu par restriction de T a #. D’aprés [BCh, Lemme
7.8.11], il existe un espace rigide réduit séparé quasi-compact Y et un morphismef : Y — #
ayant les propriété suivantes :

(a) f est propre et surjectif,

(b) il existe un ouvert admissible U C # Zariski-dense tel que f' }(U) — U soit étale
fini,

(c) il existe un Oy-module M localement libre de rang N muni d’une action linéaire
continue de % dont la trace est le pull-back de T sur Y par f,

(d) pour tout y € U, la %-représentation M ys1(, est semi-simple (c’est donc 5,).
En particulier, Z%= f' }(U N Z"®8) est Zariski-dense dans Y.

Fixons v € S;/‘.’ Pour tout z € Z%la représentation M, ~ 5., vue comme représentation
de %, , est donc de de Rham (resp. semi-stable si B, est la composante de Bernstein non
ramifiée, resp. cristalline si v € S). Par le (b) du théoréme 3.2, les poids de Hodge-Tate
de 5, sont indépendants de z € Z%car ils ne dépendent que de la représentation We  fixée
dans la construction de X. La Proposition 3.17 assure donc que pour tout y € Y, M,
est de de Rham (resp. semi-stable, resp. cristalline) restreinte a %, , ainsi donc que sa
% -semi-simplifiée (M y)FK! % ~ 5¢(,). De plus, le polynoéme de Sen de M est indépendant
dey €Y. Cela conclut (b), (c) et le premier point de (d).

Pour vérifier le second, qui suppose notamment que V est au dessus d’'une place W de
F qui n’est pas dans S, notons que l'algébre de Hecke H contient l'algébre de Hecke
sphérique en W par définition, il existe donc par I'isomorphisme de Satake un polynoéme
Pu(t) € O#)[ t] tel que pour tout z € Z, et | € A associée a z (de changement de base
noté ' ), on ait

(3.6) Pu(z)(t) = 1,1k Ldet(t — £ | o |"Z")(Frob.)).

En particulier, le polynéome Q donné par la proposition 3.17 coincide avec f &(P,,) sur Z%
par le théoréme 3.2 (c), donc f&P,) = Q par Zariski-densité. Le second point de (d)
découle alors de (3.6) et de cette derniére égalité appliquée en uny € Y tel que f (y) = zy.
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Fixons vV € S, et vérifions (e). Soit #V : T, — O(W)¥ le caractére continu universel
de T,. Il est bien connu que ce caractere est Qp-différentiable en l'identité, de sorte que
I'on dispose d'une application Q,-linéaire naturelle

d#TY  Lie(T,) — O(W).

Rappelons que le corps L contient une cloture galoisienne de F,. L’espace Lie(T,) ®q, L
contient donc les différentielles en 'identité de tous les co-caractéres algébriques de T,
(vu par restriction comme Qp-tore). Une Z-base (&), i = 1,---,[Ky @ QpIn, de ces co-
caractéres étant choisie on peut ainsi lui associer des éléments universels #; € O(W) ®q, L.

Considérons maintenant le morphisme naturel X — W X, L. On peut alors considérer
le pull-back des #; ci-dessus & X . La recette exacte pour les poids de Hodge-Tate K; ,(2)
des (5;)|ry, pour z € Z'* (W une place choisie de K au dessus de V), donnée par le
théoréme 3.3 (b), est une certaine combinaison Z-linéaire fixée (i.e. indépendante de z) de
ces #;, naturellement indexée par {1,...,n} x Hom(/Cw,Qp). Quitte a changer les €; par
des combinaisons linéaires, et les ré-indexer par ce dernier ensemble, on peut donc supposer

(3.7) vz € 2™, V(i,&) € {1,...,n} x HOm(Kw, Q,), Kio(2) = #i(2)

Replagons nous maintenant dans le contexte de ! |, zg, #, Y etc... plus haut. Soit P*" €
O(Y)I[t] le polynome associé¢ a M~ donné par la proposition 3.16. Il vient que

n
— &
P = (TT(T — 400 stiomka )

i=1
car cela vaut sur I'ensemble Zariski-dense Z®par (3.7). La proposition 3.16 assure donc
que pour tout y € Y, les poids de Hodge-Tate généralisés de M, restreinte a %, sont les
#; o(f (¥)), ainsi donc que ceux de sa "/(p(—semi—silllpliﬁée (My)FK! % >~ 5. SlY est tel
que f (y) = zp, alors pour chaque & € Hom(Cy, Q,) les #; ;(y) sont des entiers distincts
par construction, ce qui conclut le (e), et termine la preuve du théoréme 3.3.

Remarque 3.20. (i) L’argument ci-dessus montre que pour tout X € X et v € S;f,’
(5$)|FK\, est de de Rham avec les poids de Hodge-Tate attendus, et cristalline quand
de plus v € S. Ceci est trés faux en général si v € S,, auquel cas les propriétés
galoisiennes des 5, sont beaucoup plus subtiles (voir les travaux de Kisin, Colmez,
et Bellaiche-Chenevier [BCh|). Nous contournons ici cette difficulté en autorisant
dans la construction de X des places divisant p qui ne sont pas dans S,.

(ii) Les arguments ci-dessus (et [BeCo, Thm.C]) montrent de plus que si le théoréme 3.2
(c) était étendu en :

(¢)Si! € A& etv € S la Frobenius semi-simplipZe de la reprZsentation de

Weil-Deligne sous-jacente "D p«((5m)r,, ) est isomorphe "1l ' 1L(" , @ |e| 5,
on déduirait que pour ! € Aetv e S;/‘,’ Dpst((Sm) g, ) < !p! L, @ e ]1$2n ).

Par rapport au dévissage |[ChH], il suffirait méme de se restreindre au cas ou V est
décomposée sur F.
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